FONCTIONS SINUS ET COSINUS

L Rappels de premiére :

1°) Définition :

On munit le cercle trigonométrique d’un repere orthonormé (O, I ; J).

Soit x une mesure de I'angle TOM ou | Ol ;(ﬁ\’/{) (en radians).

Dans le triangle rectangle OAM, on a : De méme,

_ OA . AM_OB
COSX = Gor Sinx = 5= oM

OA . OB
cosx= — (le cercle a pour rayon 1) sinx = —~ (le cercle a pour rayon 1)
cos x = OA sinx =0OB
donc cos x est ’abscisse de M. donc sin x est ’ordonnée de M.
Exemple :

1. TN —ecin=0- <in/[T| =
cosO—l,Cos(z) 0;sin0 O,sm(z) 1.

Conclusion :

Si M est le point associé au réel x sur le cercle trigonométrique, alors M (cos x ; sin x).

2°) Propriétés et valeurs remarquables :

Propriété :
- Pourtoutx,ona-1 <cosx<let—1<sinx<1.

- Dans le triangle OAM rectangle en A on aOM = 1, OA = cos x et AM = sin x, alors d’apres le
théoréme de Pythagore OA? + AM? = OM? et donc : cos’x + sin’x = 1 (on rappelle que cos’x est une
notation qui signifie (cos x)?).

sin x
- De plus on rappelle que pour tout x, on a tan x= cosx -
Quelques valeurs remarquables :
I s s I
Angle X 0 6 4 3 2
cos X 1 ﬁ Q 1 0
2 2 2
sin x 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2
A
J
3°) Angles associés : w2 +x w2 —x
Propriété :
Soit x un réel T — ¥
_ -
cos (—x) = cos (x) sin (—x) = —sin (x) \
cos (Tt — x) = —cos (x) sin (Tt — x) = sin (x) i \ X
cos (Tt + x) = —cos (x) sin (Tt + x) = —sin (x) ‘\ f I
T . . (T
cos|T—x| = sin|>r—x| =
e e . .
COS(%+X) — _sin (x) Sin(%+x) — cos (¥)




Preuve :

Par symétries illustrées sur la figure ci-contre.

II. Equations, inéquations :

1°) Equations trigonométriques :

A A
Propriété : n—f+2hp—y—_B2kn
o et B étant des réels fixés : ot ke
x=a+2km
COSX=COS X < {ou c ke”Z > >
x=—oa+2km
x=p+2kn —ot 2k
sinx=sinf < {ou ke”Z
x=n—P+2km
Exemple :
x:g+2 km
, V3 L o n
Résolvons cos x = > dans IR. Cette équation revient a cos x = cos 6" donc {ou ke ”Z.

x=—Z42kn
6

2°) Inéquations trigonométriques : 4

»

Exemple : /3 + 2kn
Résolvons cos x < ) dans IR. Grace au cercle trigonométrique ci-
. T Sn >
contre, on obtient x € §+2kn;?+2kn ke Z.

| _— —7t/3+ 2kn

=5n/3 + 2kn
Exemple :
Résolvons sin x > — 73 dans |-n; n] R. Grice au cercle
. e . . 27 T >
trigonométrique ci-contre, on obtient x € |—T; BEY U 3 L ke Z. g
II1. Fonctions sinus et cosinus : —2m/3 /3
1°) Définition :
Définitions :

On appelle fonction sinus la fonction définie sur R par f(x) = sin x.

On appelle fonction cosinus la fonction définie sur IR par f(x) = cos x.



2°) Dérivabilité :

Propriété (admise) :
La fonction sinus est dérivable sur IR et sin’ x = cos x.
Propriété :
. sinx
lim =1.

x>0 X

Preuve :

sinx _ sinx—sin0 . : :
= est le taux de variation de la fonction sinus en 0.

X x—0

. _sinx
Donc lim — =sin’(0)=cos0=1.
x>0 J

Propriété :
La fonction cosinus est dérivable sur IR et cos’x = —sin x.

Preuve :

: . T : .
On sait que pour tout x de IR, cos x = sm[x+§) qui est de la forme g (ax + b)

T
aveca=1,b= 5 etg(x)=sinux.

Donc cos’'x=a g’ (ax+ b) = COS(X+§) = —sin X.
¢).cos (u(x)) et sin (u(x)) ..
Propriété :

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I de IR, alors les fonctions f et g définie sur I par f(x) =
cos (u (x)) et g (x) = sin (u (x)) sont dérivables sur I et /' (x) = —u' (x)sin (u (x)) et g’ (x) = u’ (x)cos (u (x)).

Preuve :

Il suffit de remarquer que f'et g sont de la forme v © u avec v (x) = cos (x) pour fet v (x) = sin (x) pour g.

3°) Propriétés de la fonction sinus :

T
b 0 2 T
sin' (x) = cos(x) + 0 —
1
sin x / \
0 0

Remarque :

Ce tableau permet de tracer la partie rouge de la courbe ci-dessous.

On remarque aussi que sin’ (0) = cos (0) =1 et que sin '(%) = cos (%) = 0. La courbe représentative de

T
la fonction sinus admet donc la droite d’équation y = x comme tangente et un tangente horizontale en 5 .



Propriété :

Pour tout réel x, sin (—x) = —sin (x). On dit que la fonction sinus est impaire.
Conséquence :

La courbe de la fonction sinus est symétrique par rapport a I’origine du repére.
Remarque :

Ceci permet de tracer la partie bleue de la courbe ci-dessous.

Propriété :
Pour tout réel x, sin (x + 211) = sin x. On dit que la fonction sinus est périodique de période 2.
Conséquence :

Dans le repére (O; ?,;) la courbe de la fonction sinus est invariante par toute translation de vecteur
2kni skeZ.

Remarque :

Ceci permet de tracer le reste de la courbe ci-dessous (en violet).
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Vocabulaire :

Cette courbe s’appelle une sinusoide.

4°) Propriétés de la fonction cosinus :

X 0 Tt

cos' (x) = —sin(x) —
1
COS X \
-1

Remarque :

Ce tableau permet de tracer la partie rouge de la courbe ci-dessous.

On remarque aussi que cos’ (0) = sin (0) = 0 et que cos’ (1r) = sin (1r) = 0. La courbe représentative de la
fonction cosinus admet des tangentes en 0 et Tr.

Propriété :
Pour tout réel x, cos (—x) = cos (x). On dit que la fonction cosinus est paire.
Conséquence :

La courbe de la fonction cosinus est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.



Remarque :

Ceci permet de tracer la partie bleue de la courbe ci-dessous.

Propriété :
Pour tout réel x, cos (x + 21) = cos x. On dit que la fonction cosinus est périodique de période 2.
Conséquence :
Dans le repere (O;;,}) la courbe de la fonction cosinus est invariante par toute translation de vecteur
2kni ke Z.
Remarque :

Ceci permet de tracer le reste de la courbe ci-dessous (en violet).

T T T
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0.5 |

=
i

Vocabulaire :

-

Cette courbe s’appelle aussi une sinusoide, car elle peut étre obtenue par une translation de vecteur 5’

de la courbe représentative de la fonction sinus.



