LIMITES DE FONCTIONS

I Limite infinie en une valeur a (a €ERR) :

1°) Définition :

Définition :
Soit fune fonction définie sur un intervalle du type |00 ; a[ ou Ja ; +oo|.

On dit que f(x) tend vers +oo quand x tend vers a par des valeurs inférieures lorsque f{x) peut prendre des
valeurs aussi grandes que I’on veut pour x suffisamment proche de a en restant inférieur a a dans Dy.

On note lxlﬁl}f(x> =+00 ou ll_glf(x) =+ oo,

On a la méme définition lorsque x tend vers a par des valeurs inférieures a a.
lim f(x :
On note x>a f( ) = 400 Ou llm+f(x) =+ 00,

x=a
x>a

On a également les mémes définitions et notations lorsque f'(x) tend vers —oo :

lim f(x) _ o tim () C e B L tim f (%) -

x2a

x=>a
x<a x3a >a x2a
Exemple :
Pour la fonction dont nous avons la représentation graphique ci—contre, nous
avons

(x) (x)

lim f(x lim f(x
A > / x=a ’ = 400 x=a ’ = —00

o) a x<a x>a

2°) Limites de référence :

Théoréme :

Limites de référence (admis)

1 1 .1 . 1

lim— =+o0 ; lim = =400 ; lim = =40 ; lim — =+o0
x>0 X x>0 X x>0" X x=20* \/;

1 .1 o1

lim— =—o0 ; lim = =+ ; lim — =—xo

x20 X x=20 X x=20 X

3°) Asymptote verticale :

Définition :
Soit fune fonction telle que :Ij? flx) - + o0 ou lim+ fx) = + oo,

x=a

On dit que la droite d'équation x = a est une asymptote verticale a la courbe C;.



Exemple :
1

Soit f1a fonction définie sur IR\{-2} par f'(x) = 2

lim f(x) — et lim flx) = +o0,

x>-2" x>-2"

Conséquence pour la courbe : la droite d’équation x = —2 est une Py

asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f.

1. Limites en + ou en —© : =

1°) Limites finie en +o0 ou en —o :
Définition :

On dit que f'(x) tend vers L quand x tend vers +oo lorsque que f{x) peut prendre des valeurs aussi proche
que I’on veut de L pour x suffisamment grand.

On note xl_l)rgof(x) =L.

On dit que la droite (d) d’équation y = L est une asymptote a C,en +o.

On dit que f{x) tend vers L quand x tend vers —o lorsque que f(x) peut
prendre des valeurs aussi proche que I’on veut de L pour x suffisamment

petit et négatif. /
On note lf_n f&-c. - Eesaeots L

On dit que la droite (d) d’équation y = L est une asymptote a C,;en —oo. 3

Théoréme :

Limites de référence (admis)

lim 1_ 0"
x>+ X

llri% =0"; limizzo+ ; limLS:()+

x>+ X x>+ X

3

2°) Limites infinie en +o0 ou en —oo:
Définition :

Dire que f(x) tend vers +oo quand x tend vers +co veut dire que f{x) devient aussi grand que I’on veut
quand x devient trés grand.

On note }llﬂof(x) = +o0,

Dire que f(x) tend vers —oo quand x tend vers +oo veut dire que —f{x) devient aussi grand que I’on veut
quand x devient trés grand.

On note xl_l)fgo f(x) = o0,

Théoréme :
Limites de référence (admis)

lim x — 4o . lim ¥ = lim x| =y o

X+ > x4+ x>+
De fagon analogue, on peut définir la limite en — oo :

lim x _

xX=>—o0

lim x° = 4 oo o lim lx| .

x>—o© X>—oo

J— w .

b

I1 faut également savoir :



o sia>0, lim ax+b — 4, ot lim ax+b = 0,

X>+00 X>—w
esia<0, xllrﬂo ax+b — o et Xliri ax+b — 4

3°) Asymptote oblique :

Définition :

Lorsque xl_i)r&(f(x)—(ax+b)) =0 ou lim (f(x)—(ax+b)) = 0, on dit que la droite A d’équation

X>—0

y =ax + b est une asymptote a la courbe représentative € de f.

Remarque :
Ces deux limites signifient que la courbe
représentative € de la fonction f'se rapproche de plus €

en plus de la droite A, courbe représentative d’une A
fonction affine g (x) =ax+ b

Remarque :

Cette asymptote n’est ni verticale, ni
horizontale. On parle alors d’asymptote oblique.

v

1I1. Opérations sur les limites :

On considere deux fonctions f et g de limite connue en a. a désigne soit un nombre (y compris 0), soit +o
soit —o.

1°) Limite d’une somme :

fx) L L L +00 —00 +0o0
g(x) L +o0 —o0 +o0 -0 —0
(fix) + g(x)) L+L +o0 —0 +00 —0 FIL

2°) Limite d’un produit :

Ax) L L>0| L>0] L<0 | L<O +o0 +o0 —© 0
2(x) L +00 —00 +00 —00 +00 —00 —00 oo
(f(x).g(x)) LXL’ +00 —o0 —o0 +00 +00 —o0 +00 F.I
3°) Limite d’un quotient :
Cas ou la limite de g n’est pas nulle Cas ou la limite de g est nulle
+ oo
L>0 L>0 L<0 | L<O
L L 40 | 0 | —0 | —o0 _ 0
S 01010 ou +o0 ou too | Ou—o0 | ou —
‘o oo 0en 0en 0 en 0en
g(x) r ol oo L'>0|L<0|L>0|L<0 ol o0 restant restant restant | restant 0
positive | négative | positive | négative
f(x) L 0 +00 o0 o0 +00 +00 o0 o0 +00
g ( X ) L' o o F.I o o F.I.




4°) cas particuliers : Polynomes et fonctions rationnelles :

Propriétés :

En cas de forme indéterminée, la limite d'une fonction polyndme en +o ou en —o est égale a la limite de
son terme de plus haut degré.

En cas de forme indéterminée, la limite d'une fonction rationnelle (quotient de fonctions polynomes) en
+o0 ou en —o est égale a la limite du quotient de ses termes de plus haut degré.
Exemples :
3 3
lim 5x°—2x’+3 = lim 5x° = 1o lim 2542 _ o 25 lim 2x _

x>+ X2+ 2

x>+
X=>+00 X —1 X2+ X x *©

IV Limite de [ (u(x)) et de (u (x))" :

1°) Limite de f'(u(x)) :
Propriété :
Soient deux fonctions : u définie de / dans J et f'de J dans R.
Si 135,1 ulx) —pet ljﬂ} /)= c, alors lxl_r)r;‘ flulx)) = ¢

Exemples :

limx—2 _
x=2" _0+

o1 .
et lim — = +o0 donc lim
x>0 X x»2" X

=+ o0

.9 S o . T2 =
donc m x“+x+2 _ 4 et lim vx — 2 donc lim Vx“+x+2 = 2.
x=1 x4 x=1
2°) Limite de (z (x))" :
Propriété :
n est un entier naturel non nul et / est un réel.

lim x" — 7»
x=>1 :

. . : n__ 1: n
Si n est pair, 1m x"=lim x" = 4

x>+ xX=>—ow

. . . . n__ . n__
Si n est impair, 1Im X"=+0 o lim x"=—oc0

x>+ X>—o©

Exemples :

limx' =7 lim x° — 4o : lim x* = o
x=3 X+ xX=>—o
Propriété :
n

si imu(x) = 7 3101 li_r)n(u(x)) =[".

x=a

si lim u(x) = 40 alors L‘fj ((x))" = 4o,

x=a

n

Si imul(x) = 0 alors sin est pair Egl‘(“(x)) = o0,

xX>a
si n est impair 1M (u(x))" = _oo,
Exemple :

On cherche la limite de (—2x + 3)° en + oo,

Hm —2x+3 = _ dopc lim (—2x+3)" = _

X>+o0 x>+



