FONCTIONS DE REFERENCE

Partie A : fonctions affines

L. _Définition :

1°) Définition :

On appelle fonction affine toute fonction de la forme f: x> ax + b ou a et b sont des réels fixés.
Exemple :

La fonction f'définie sur R par f: x —> 3x — 2 est affine.
Remarques :

Si b =0, on dit que la fonction est linéaire. Ce n’est qu’un cas particulier de fonction affine.

Sia =0, la fonction est du type f/: x = b ou b est un réel fixé, elle est donc constante.
Propriété :

Si f'est affine, alors I’accroissement de la fonction (f (x1) — f (x2)) est proportionnel a I’accroissement de la
variable (x; — x;). C'est-a-dire que pour tous x; et xz, x; # Xz : wml est le taux de variation de la
fonction (qu’elle soit affine ou pas) entre les valeurs x; et x,.

Dans le cas des fonctions affines.

Ce taux de variation a est constant ;

Si a est positif, fest croissante sur IR ;

Si a est négatif, f'est décroissante sur IR.

II. Représentation graphique :

Théoréme :
La représentation graphique d’une fonction affine est une droite.

Et réciproquement, toute droite non parallele a I’axe des ordonnées est la représentation graphique d’une
fonction affine.

Exemple :
La fonction f: x+— 3x — 2 admet pour représentation graphique la droite d’équation y = 3x — 2.
3 est le coefficient directeur de la droite.
—2 est I’ordonnée a I’origine.

Remarque :

Une droite paralléle a I’axe des ordonnées ne peut représenter aucune fonction, puisque cela signifierait
qu’il existe un point qui a une infinité¢ d’images.



III. Tableau de signes :
Théoreme :

Soient a et b deux réels, a # 0. Ce que I’on peut résumer dans le tableau de signes suivant :
Soit f'définie sur R par f'(x) = ax + b.

b
® fale signe de a sur *S;Jroo X |- - +00
® fale signe de —a sur Bt
e festnulle en b f(x) |Signede—a 0 Signedea
a
Exemple : tableau de signe de f :
fix—2x-3
f(x)=0 revienta 2x—-3=0 3
X —00 = “+o0
3 2
y= 2
2
X @ - 0+
fest positive sur 5t et négative sur —w;zl

Partie B : Fonction polynome du second degré

L _Définition :

1°) Définition :

Définition :

On appelle fonction polynéme du second degré toute fonction P, définie sur R, pouvant se ramener a la
forme :

P(x) =ax?+ bx + coua, b et c sont des réels avec a # 0.

L'expression ax? + bx + ¢ est encore appelée trindme du second degré et chacun des termes a,.x” est appelé
mondme de degré n.

Exemples : Contre-exemples :
X—TIx+12 (a=1;b= -7;c= 12) 2x + 1 est un bindme du premier degré
5x*+1 (a=5;b=0;c=1) 6x° + 3x* + 4x + 2 est une expression du 3™
4 (@=4;b=0;c= 0) degré
(e + 1)(x + 2) peut s"écrire x> + 3x + 2 (x — 1)* — x* est du premier degré.
2°) Racine :
Définition :

On appelle racine du trindme toute valeur de la variable x solution de I'équation du second degré :
ax* + bx + ¢ =0. Ce sont les valeurs qui annulent le trindme.

Exemple :

3 est une racine du trindme 2x*—4x — 6. Eneffet,2 X 3*—-4 X 3-6=18—-12-6=0.



II. Résolution de I’équation du second degré ax’+bx+c=10 :

1°) Equation du second degré ou le trinbme est incomplet :
Définition :
On appelle trindme incomplet un trindme dans lequel » =0 ou ¢ = 0.
Exemples :
2x*~5,(a=2,b=0etc=-5)etx’+3x(a=1, b=3 et c=0) sont des trindmes incomplets.
Méthode :
Dans ces cas-1a, on sait résoudre depuis le college :
Casl:b6=0
On se raméne a une équation de la forme x* = d, ou d est un nombre réel.
On se souvient que  sid >0, ily a2 solutions : Vd et—+/d .
sid=0, il y a une seule solution : 0

et sid <0, il n’y a pas de solution dans R.

Cas2:¢c=0
On factorise par x et on résout I’équation produit nul ainsi obtenue.
Exemples :
Cas1:

. . 5 : .
® 2x’ — 5= 0revient a 2x* = 5 revient 4 x> = = . L’équation a donc 2 solutions : \/ % et — \/ S

2 2
On écrit S = {\E—\E} .

e 2x’ +5=0revient 2 2x* =5 revient a x* = — 5 L’équation n’a donc pas de solution.

OnécritS= 4.
Cas 2 :

® 2x* — 5x = 0 revient a x(2x — 5) = 0. Or un produit est nul si I’'un au moins de ses facteurs est nul, donc
x=0o0u2x—5=0soitx =2,5.’¢équation a donc 2 solutions : 0 et 2,5.
On écrit S = {0 ; 2,5}.

2°) Cas général :
Théoréme :

Lorsqu’on est en présence d’une équation du second degré ax’+ bx + ¢ = 0, on commence par identifier a,
betc.

On calcule ensuite le discriminant A = »* — 4ac.

Si A <0 : I’équation n’a pas de solution réelle.
Si A =0 : I’équation a une seule solution xo = ;—b . On dit que cette solution est double.
a

—b+VA _ —b—+VA
etx, = .
a 2a

Si A >0 : I’équation posséde alors 2 solutions réelles : x; =

Remarque :

Les formules obtenues pour A > 0 s’étendent a A = 0.



Exemples 1 : x* —4x +4 = 0. Icia=1,b=-4etc=4.
Commengons donc par calculer le discriminant : A = b* —4ac = (-4)* —4X1x4=0.

: . : — 4
A =0, donc cette équation a une solution qui est x, = 3. 2" 2.
a

Verification :

On remplace x par 2 dans x* — 4x + 4 pour voir si on trouve bien 0 : 22— 4X2+4=4-8+4=0.

Exemples 2 : 3x*—x—-4=0 Icia=3,b=-1¢tc=-4.

Commencons donc par calculer le discriminant : A= b* —4ac = (—1)* —4X3X(—4) =1+ 48 =49,

A >0, donc cette équation a deux solutions qui sont x, _—b—A :i:—l et x2:L¢A:£:i .

2a 6 2a 6 3
Verification :
4
On remplace x par —1 et 3 dans 3x* —x — 4 pour voir si on trouve bien 0 :
47 4 16 4 12
— 2 — — — — — = —_— — — J— = — J— — — — =
3IX(-1y’—(-1)-4=3+1-4 Oe‘c3><3 3 4 3 3 3 0.

Exemples3: 5x°+6x+2= 0 Icia=5,b=6¢tc=2.

Commengons donc par calculer le discriminant : A = 5° —4ac = 6> — 4X5X2 =36 — 40 = 4.

A <0, donc cette équation n’a pas de solution réelle.

I1. Signe du trinéme f (x) = ax’ + bx +caveca #0 :

1°) Forme de la courbe représentative de £ (x) :

Propriété :
La courbe représentative d’une fonction polynéme de degré 2 est une parabole dont le sommet est

S (x ;B),avec x = —% et B =1 ().

Cette parabole est tournée vers le haut (concavité vers le haut) si @ > Oet vers le bas si a <0.

SiA<0 SiA=0 SiA>0
\ Sia>0 \ Sia>0 \ Sia>0
/_—,’ ___________
A A A
X1 a X2

Sia<0 Sia<0

/




Remarque :

Ces représentations graphiques permettent d’établir le tableau de signes de f en fonction du signe de a et
des éventuelles solutions de f'(x) = 0.

2°) Signe du trinéme :
Méthode :
On commence par calculer le discriminant A et les éventuelles solutions de f'(x) = 0.

Si A <0, P(x) est toujours du signe de a

dusignedeasix #x,

Si A =0, alors P(x) est

=0six=x,

Si A >0, alors le signe de P(x) est défini par le tableau de signes suivant (ot 1’on suppose que x; <x») :

X —00 X1 X2 +oo

X —X1 - + +

X=X - - +

(x = x1)(x = x2) + - +

f(x) Signe de a Signe de —a Signe de a
Autrement dit, un polynéme est : - du signe de (—a) entre ses deux racines

- du signe de (a) ailleurs
Exemple :
Soit le polynome P(x) = 2x* — 3x — 9.
On commence par calculer A =9 + 4X2Xx9 = 81. A> 0, la courbe représentative de f coupe donc I’axe
—b—VA_3-9_ 2 —b+VA_3+9_,

des abscisses deux fois : en x,= =—= eten x,=
2a 4 3 2a 4

Donc, puisque a > 0, on obtient le tableau de signes suivant :

X |—o0 —— 3 400

@l o+ 0 —0+

Partie C : fonction logarithme népérien

L. Définition :
1
La fonction logarithme népérien est LA primitive de la fonction f'(x) = S sur 10 ; +oo[, qui prend la valeur 0

en 1.

Le logarithme népérien de x est noté In x.



I1. Propriétes :

1°) Propriétés immédiates :
Propriété :
D’apres la définition :
* Dy =10 oc]

e In' (x) = %, qui est strictement positif sur |0 ; +oo[, ce qui signifie que x 1— In x est strictement
croissante ;

e Inl=0etlne=1 (avece ~ 2,718).

De plus, comme la fonction x — In x est strictement croissante et que In 1 =0, on peut en déduire que :
Propriété :

® Pourtoutx € |0;1[,Inx<0 et pour tout x € |1 ; oo, Inx >0 ;

e Pour tous réels a et b de |0 ; +oo[, In a = In b si et seulement si a = b.
Exemple :

On veut résoudre In (x — 5) = In 3. D’aprés la propriété précédente, In (x —5)=1In 3 & x -5 =3, ¢’est-a-
dire x = 8.

2°) Propriétés algébriques :

Propriété : (relation fonctionnelle)
® Pour tous réels a et b de |0 ; +oo[, In(ab) = In a + In b.
Exemple :
In(V5 +2)+In (V5 =2)=In((vV5 +2) X (V5 =2))=In(5-4)=In1=0

1
e Pour tout réel a de |0 ; +oo, In - = —Ina

e Pour tous réels a et b de |0 ; +oo, In % =Ina—Inb.

Preuve :
1 1 1 ]
In1=00raX — =1donc InfaX—| =0donclna+In — =0doncln — = —Ina.
a a a a
a 1 1
In — =InjaX—| =lna+In — = Ina—1nb.
b b b
Exemple :

On veut résoudre In x — In 5 = In 3 — In x. Cette équation n’est définie que six € |0 ; +oo].

D’apreés la propriété précédente, Inx —In5=In3-Inx © Inx’=1In 15 & x* =15 c’est a dire x = V15
oux=—+15 et comme x € |0 ; +oo[, la seule solution est donc v15.

Propriété :
e Pour tout réel a de |0 ; +oo[,et pour tout entier relatif #n, on a In (a”) =n In a.

— 1
e Pour tout réel a de |0 ; +oof, In Va = 5 In a.



Exemple :
~ 4
Ine*=2Ine=2;In8=n2"=3mn2;4In 2 = 32 =21In2.

Exemple 2 :

Cherchons la valeur de n a partir de laquelle 2" est supérieure a 10°. Pour cela, il faut résoudre I'équation
suivante :

6
2> 1002 > 10°©nln2>In 106 n s> MO

In2

111, Représentation graphique :

Sur |0 ; +oo[, la fonction x — In x est strictement croissante.

X 0 +00 ’
fieo= — + |
x) . |
+o0 .

r@-we | T -1
—00 -1

r—1
lrl_)rf)l Inx — o (asymptote verticale en 0"

lim Inx _ 4 n(2)
X2+ : 4
Remarque :

Il existe un unique réel, noté e, tel que Ine = 1.

Partie D : La fonction exponentielle :

1. _Définition :

1°) définition :

Définition :

On appelle fonction exponentielle la fonction qui a tout réel x associe 1'unique réel y tel que In y = x. (on
dit qu’exponentielle est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien). L'exponentielle de x est noté
exp (x) ou e".

2°) Propriétés immédiates :
Propriétés :
Df=R exp(1)=e'=e (carlne=1) exp(0)=¢e"= 1 (carln1=0)
Propriétés :
Pour tout nombre réel x :
1. exp (x) =e¢* est un nombre strictement positif.
2. In(exp (x))=In (e") =x.

3. Pour tout nombre réel x strictement positif : exp (In x) = " = x.

3°) Relation fonctionnelle :

Propriété : eV =e" X ¢



Démonstration :

x+y=In(exp (x)) + In (exp ()) = In (exp(x) X exp (¥)) donc exp (x +y) =exp (x) X exp ()
Propriétés :
1

PR —X
x
€

1. =e";

€

X
XV — — .
2. ey—ey,

3. (e)"'=¢e"™ pourn € IN.

Démonstration :
1 D’ A ] . "t' X e X = ():]d ,\*:L.
. apres la premiere propriéte e* X e e onc ¢ o
2 \—17\(—1)7\><—\7\>< Lfc_\
e e e Xer=e S
€ €

3. (e)'=e"Xe"'X..Xe =¢e™m

11. Représentation graphique :
Propriété :
La dérivée de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle elle méme : f(x) =¢e*; f'(x) = €.

Démonstration :

X\ s

On dérive la relation In e* = x. On trouve - =1dou(e) =¢".

R
La fonction exponentielle est donc strictement croissante sur IR.

Propriété :

X [ +o0
lim e — : -
i 0 (asymptote horizontale en —o0) 7 T

lim e" = 4 " / e
0

Remarque :

La fonction exponentielle étant la réciproque de la fonction logarithme, leurs représentations graphiques
sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice (la droite d’équation y = x).



flz)=Inz

Partie E : Fonction racine carreé

1. Fonction racine carrée :

1°) Etude de la fonction :

Définition :
La fonction racine carrée est définie sur [0 ; +oof par : x+—> /x
Propriété :

La fonction f: x—> +/x est strictement croissante sur [0 ; +oo[.

X 0 +o0

Jx O/

Courbe représentative :

5_

2°) Position relatives de courbes usuelles :

Propriété :

— Pourtoutréel xde[0; 1], x> <x < Vx



—  Pourtout réel x de [1 ; +oof, Vx <x<x

3
1 (62 Ql

Remarque :
Dans un repere orthonormé, les courbes représentant les fonctions carré et racine carrée sur [0 ; +oo[ sont

symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.



Partie F : Fonctions trigonométriques

L. Le radian, unité de mesure d'angle :

1°) Définition :

Définition :

Le radian est une unité de mesure des angles. On note cette unité rad. La mesure d'un angle en radian est
la longueur de 1'arc qu'il intercepte dans le cercle trigonométrique.

Exemple :

Voici un tableau qui fait correspondre quelques valeurs d'angles en degrés avec leurs conversions en
radians.

Angleendegrés | 0 | 30 | 45| 60 | 90 | 180

TT

|
312

&9

T
Angle enradians | 0 | ¢

Remarque :

Les mesures d’angles en degrés et en radians sont proportionnelles.

2°) Mesure principale :

Remarque :

Un angle orienté¢ a une infinit¢ de mesures. La différence entre deux mesures d'un méme angle est un
multiple de 2m. On dit que la mesure de l'angle est définie a 27t prés et on note (#;V) = o + kX2m ou
(1;v) =a+2kmavec k € Z.

Définition :

Parmi toutes les mesures d'un angle, une seule est comprise dans l'intervalle ]-n ; n[. Cette mesure est
appelée la mesure principale de I'angle.

Exemple :
" o . Sn
Dans I'exemple précédent, la mesure principale de (i;V) est PR
. 17x _
La mesure principale de o = =3 est 3.

II. Cosinus et sinus :

1°) Définition :

On munit le cercle trigonométrique d’un repére orthonormé (O, I ; J).

Soit x une mesure de l'angle IOM ou (OI;0M) .

Dans le triangle rectangle OAM, on a : De méme,
_ 0OA . _AM_ OB
COSX = Gt SINXY = 5T oM L
OA . OB
cosx = —— (le cercle a pour rayon 1) sinx = —— (le cercle a pour rayon 1)
cosx = O0A sinx =0OB

donc cos x est I’abscisse de M. donc sin x est ’ordonnée de M.



Exemple :

Cos0=1; cos(%

) =0;sin0=0; sin(l) =1.
2
Conclusion :

Si M est le point associé au réel x sur le cercle trigonométrique, alors M (cos x ; sin x).

2°) Propriétés et valeurs remarquables :

Propriété :
- Pourtoutx,ona-1<cosx<let-1<sinx<1.

Dans le triangle OAM rectangle en A on a OM = 1, OA = cos x et AM = sin x, alors d’apres le

théoréme de Pythagore OA? + AM? = OM? et donc : cos?x + sin’>x = 1 (on rappelle que cos?x est une
notation qui signifie (cos x)?).

Quelques valeurs remarquables :

f4 T T 1A

Angle x 0 6 4 3 2

cos x 1 ﬁ Q 1 0
2 2 2

sin x 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2




I11. Fonctions sinus et cosinus :

1°) Fonction sinus :

0.5

2n 3np n 2 0 2 32 2n 5n2 n ) an

0.5

Propriété :

La fonction sinus est une fonction impaire (f (—x) = —f(x), ce qui se traduit graphiquement par un symétrie
de sa courbe représentative par rapport a l'origine du repere) et périodique de période 2n (f (x + 2m) = f(x), ce
qui se traduit graphiquement par le fait que 1'on retrouve le méme « motif » qui se répete).

Vocabulaire :

Cette courbe s’appelle une sinusoide.

2°) Fonction cosinus :

=

0
T T T
[-211 -2 Y-rl /2 0 2 Y n /2 2n /2 3n /2 4n
-0, |

Propriété :

La fonction cosinus est une fonction paire (f'(—x) = f(x), ce qui se traduit graphiquement par un symétrie
de sa courbe représentative par rapport a I'axe des ordonnées) et périodique de période 2x (f(x + 2m) = f(x), ce
qui se traduit graphiquement par le fait que I'on retrouve le méme « motif » qui se répéte).

Vocabulaire :

Cette courbe s’appelle aussi une sinusoide.



