DERIVATION

1°) Définition :

Définition :

On dit qu'une fonction f est dérivable sur un intervalle I si et seulement si elle est dérivable en tout point
de cet intervalle.

Il est donc naturel de définir une nouvelle fonction qui a x associe le nombre dérivé /' (x). Cette fonction
s'appelle la dérivée de f'et se note f .

2°) Tableau des dérivées de fonctions usuelles :

Domaine (;1: ;léﬁnition fonction f fonction £’ Domained(:ef (?éﬁnition
1 R f(x) = k (constante) f'(x)=0 R
2 R Sx)=x Sx)=1 R
3 R S(x)=mx+p f'x)=m R
4 R f) =2 £1(x)=2x R
5 R fx)=x f(x)=3x R
6 R f@)=x"(n €N f(x)=nx""" R
7 R f)= 1 fr= -5 R
x x
8 R’ S )= Ln (n €N S(x)= _n-li-/ll R’
x x

+ _ [ ’ _ L +x

9 R fx)=Vx S = 2Vx R

Preuves (exemplaires) :

Dérivabilite et fonction dérivée de la fonction carré :

f(x) =x. Elle est définie sur IR. Montrons qu'elle est dérivable sur R.

Pour cela, on regarde si elle est dérivable en a (réel quelconque). f(a + h) = a* + 2ah + h* et f(a) = a’.
f‘(a*‘h)_f(a):az+2ah+hz—a2

I ? =2a+h.

Donc le taux de variation de fentre a et a + h est t,(h)="

lhlilg 2a+h — 24 24 est un nombre fini (quel que soit a), donc la fonction f est dérivable en a et

f'(a) = 2a, et ce pour tout a de IR. On en déduit que la fonction f(x) = x> est dérivable sur R et que sa fonction
dérivée est ' (x) = 2x.

Dérivabilite et fonction deérivée de la fonction inverse :

1 . : .
f(x)= e Elle est définie sur IR". Montrons qu'elle est dérivable sur R".

1 1
Pour cela, on regarde si elle est dérivable en a (réel quelconque). f(a + h) = T et f(a) = PR Donc le

I 1 a  a+th
+h +/ —a—
taux de variation de fentre a eta + hest 7,(h)= ath _a :a(a ) ala+h) S 7a Ava . 21 .
‘ h h a +ah h a +ah




—1 1 . . . . : 1
lim = ——,, qui est un nombre fini, donc la fonction fest dérivable ena et f'(a)= —— , et ce
0 g’ +ah a : a

pour tout a de R.

1

On en déduit que la fonction f(x) = N est dérivable sur IR™ et que sa fonction dérivée est f' (x) = 3
) X

Remarque :
Les lignes 2 et 4 a 8 peuvent se résumer en une seule formule :
pour tout n € Z", si f(x) =x", alors £ (x) = nx" .
Il faut simplement faire attention au domaine de définition si n <0.
Remarque :

On remarque que toute les fonctions de référence ci-dessous sont dérivable sur leur domaine de
définition, sauf la fonction racine carrée qui n'est pas dérivable en 0.

Exemple :
1
Soit f1a fonction définie sur IR par f(x) = —5 . On a bien f(x) = x" avec n = -3.
X

-3
Donc f'(x) =nx""'=-3x"*= -

3°) Opération sur les fonctions dérivables :

Dans le tableau ci-dessous, u et v sont des fonctions définies sur un méme intervalle I et A est un nombre réel.

Fonction F0’n ?tl,o " |Exemple
dérivée
. 1 , 1
u+tv u'+ v Slf(x)=x+;alorsf (x)ZI—?.
A ' Si f(x) = 3x* alors [’ (x) = 6x.
3 —
uv uv+uy' |Sif) = xVx alorsf'(x)=1X +x +xX T \/ .
2 2u'u Sif(x)=3x>+2) alors /' (x) =2 X 6x X (3x* +2) = 12x(3x* + 2).
1 u' : 1 ' _—2x
(u ne s'annule par sur 1) " _? Sif(x)= e alors f' (x) = (x2+1)2 .
v—uv! | 2 x+3 , 2(4x—4)—4(2x+3) —20
(u ne s'annule par sur I) % % Sif(x)= 4x—4 alors f' (x) = (4x_4)2 - (4x—4)2

Preuve (exemplaire) de la dérivée de uv :

Soit une fonction f définie sur un intervalle I, telle que f= uv. Soit a un réel de I et 4 un réel tel que a + A
appartienne a .

Alors T(,(h)z'ﬂa-'-h})l_f(a) llV(a+h})l—uv( )_Ll(a+h)v(a+21)—z,l(a)v(a)

ula+h)v(a+h)—u(a+h)v(a)+u(a+h)v(a)—ula)v(a)
h
u(a+h)v(a+h)—u(a+h)v(a)+u(a+h)v(a)—u(a)v(a)
h




= l,,(a+h)w+v(a)w
h h
i h)— . )=t
Comme u et v sont dérivables, lim w —V'(a)et lim u(a%)u(a) v,
h20 ! "0
De plus lhi_)mo ula+h) _ u (a).

Onadone M %) =y (@' (@) + ' (@ (a).

donc f= uv est dérivable et f'=u'v + uv'.
Exemples :
Regarder les vidéos capacité 1 p 105 et p 107

Exemple (modéle de rédaction) :

2
Soit f(x) = iﬁm définie sur IR\{1}. Nous voulons dériver f.
x J—

u(x)

f(x)= v (x) avec u (x)=x*—-3x+6 etv(x)=x-1,
donc u'(x)=2x-3 etv' (x)=1
Done /' = %,doncf’(x)— (2x3)(x(x111§2x23x+6) B x(;2)lc)—23

4°) Dérivée de g (ax + b) :

Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et g une fonction définie et dérivable sur J telles que
f(x) =g (ax + b), ou a et b sont des réels tels que ax + b € J.

Si la fonction g est dérivable sur J, alors f'est dérivable sur I et /' (x) = ag’ (ax + b).
Exemple :

Soit fla fonction définie et dérivable sur ]-2.5 ; +oof par £ (x) = V2 x+5.

‘

f(x)=g (ax + b), avec g (x) = Vx eta=2.Donc g’ (x) = 5

D

1 1 1
’ _ ’ _"_ — —_— = .
alors f' (x) = ag' (ax + b)=a x 2y Jax+bh 2 272 x+5 2x+5

11. Signe de la dérivée et sens de variation :
Théoréme (admis) :

Soit fune fonction dérivable sur I .

* f'est croissante sur I si et seulement si /' (x) = 0 pour tout x € 1.

* f'est décroissante sur I si et seulement si /' (x) < 0 pour tout x € L.

* f'est constante sur I si et seulement si /' (x) = 0 pour tout x € L.
Exemple :

Soit f: x = x*. £’ (x) = 3x* qui est positive sur IR, donc f est croissante sur IR. On remarque que /' n’est
nulle que pour x = 0, on peut donc en conclure que f est strictement croissante sur IR.

Remarque :
Si /' ne s'annule que pour un nombre fini de valeurs de I, on dit que f est strictement croissante sur 1.

Exemple :



Vidéo capacité 2 p 109.
Exemple :

42 x+1

Soit f définie sur R\{-2} par f(x) =
x+2

. f est une fraction rationnelle, donc dérivable sur son

uEi; avecu (x)=x*+2x+letv(x)=x+2

domaine de définition, etona: f (x)=

<

doncu'(x)=2x+2etv'(x)=1.

Donc
u'(x)v(x)—u(x)v'(x) (2x+2)(x+2)—(x2+2x+1) 22X HAx+2x+4—x"—2x—1 _x'+4x+3

f(x)= = = -
v(x) (x=2) (x=2)° (x=2)°
Pour connaitre le sens de variations de f, il faut étudier le signe de sa dérivée. Le dénominateur étant
positif, il nous reste donc a étudier le signe du numérateur. On cherche les racines du numérateur : A=4,1lya

deux racines : x; = =3 et x, =—1. ' (x) est négative entre les racines, d’ou le tableau de variations suivant :
X —00 -3 -2 -1 +o0
' (x) + 0 - - 0 +

T R

111. Extremum et dérivée :

Théoréme :

Si fest dérivable sur I et admet un extremum local (un maximum local ou un minimum local) en un point
a distinct des extrémités de I, alors /' (a) = 0.

Exemple :

La fonction f définie dans I'exemple précédent admet un maximum local pour x =—1 et un minimum local
pour x = 5. Nous avons bien /' (-1)=0etf'(5)=0.

Remarque :

La réciproque de cette propriété n'est pas vraie. En effet, la fonction f(x) = x’ admet pour dérivée
f'(x) = x* qui s'annule pour x = 0, pour autant / n'admet pas d'extremum local en 0.

Propriété :

Soit f'une fonction dérivable sur I. fadmet un extremum local en un point a distinct des extrémités de I si
et seulement si /' s'annule en changeant de signe en a.



