DERIVATION

1. Taux d'accroissement (ou de variation) et nombre dérivé :

1°) Taux d'accroissement :

Définition :

Soit f'une fonction définie sur un intervalle I et
a et b deux nombres de I.

On appelle taux de variation de la fonction f f (b) e
f(b)-f(a)

entre a et b le nombre 1= ——————=. 3]
b—a
Ce nombre 7 correspond au coefficient directeur 2]
de la droite (AB) avec A (a ; f(a)) et B (b ; f(b)).

Fm——————————————

Exemple : 0

) 11 2 3
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x* et / a b
€'rsa courbe représentative. )

f(2)=f(1) _4-1
2—-1 2—-1
contre, il correspond au coefficient directeur de la droite (AB), ou A (1 ; 1) et B (2 ; 4) sont deux points de €.

Le taux de variation de la fonction fentre 1 et 2 est T = =3 . Sur le graphique ci-

Remarque :

Seules les fonctions affines ont un taux d'accroissement constant (quelles que soient les valeurs de a et b).

Exemple :
Sif(x) =3x+ 5, le taux d’accroissement est 3.

Cela signifie « quand x s’accroit de 1 unité, /' (x) accroit de 3 unités ».

2°) Nombre dérivé et dérivabilité :

Définition :

Soient fune fonction et € sa représentation graphique. Soient A(a ; f(a)) et M (a + h ; f(a + h)) deux
points de €.

L larh=sla)_ flash)-sla)

Le taux de variation de la fonction fentre a et a + hest T
ath—a h

aussi le coefficient directeur de la droite (AM).
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Remarque :

Plus le point M se rapproche de A, plus la droite (AM) se rapproche de la tangente A a €ren A, et donc
plus ce taux de variation se rapproche du coefficient directeur de A.

Définition :

Le coefficient directeur de cette tangente est appelé le nombre dérivé de f'en a et se note £’ (a). On écrit
£ @y = tim () — i LOH=SLa) i ge L9 11=/(a)

B0 h

quand 4 tend vers 0).

Lorsque cette limite existe et est finie, on dit que la fonction f'est dérivable en a.
Exemple :

Soit fla fonction x —> x* —x + 2. Est-elle dérivable en 2 ?

T(h):f(2+h)—f(2):((2+h)2—(2+h)+2)—(22—2+2):4+4h+hz—2—h+2—4:hz+3h:h+3
h h h h .
Or 1;23 h+3 — 3 donc fest dérivable en 2 et f'(2) = 3.

11. Tangente a une courbe :

1°) Définition :

Définition :

Soit f'une fonction définie sur un intervalle I et dérivable en un réel a de cet intervalle et soit €/ sa courbe
représentative.

On appelle tangente € s en a la droite passant par le point A (a ; f(a)) et de coefficient directeur 1’ (a).

2°) Propriété :

Propriété :

Soit f'une fonction définie sur un intervalle I et dérivable en un réel a de cet intervalle et soit € sa courbe
représentative.

La tangente 7 a €rau point A (a ; f(a)) a pour équation réduite y =1’ (a)(x — a) + f(a).



Preuve (exemplaire) :
7 admet une équation de la forme y = mx + p, o, d'aprés la définition de la tangente, m = ' (a).
7 admet donc une équation de la forme y =f"' (a)x + p.
Or, 7 passe par A (a ; f(a)), ce qui signifie f(a) =f'(a)a + p, soitp= f(a)—f'(a)a.

Ce qui nous donne 7 : y =f"(a)x + f(a) — f'(a)a =f'(a)x — f'(a)a + f(a) En factorisant par /' (a) on
obtient bien y = ' (a)(x — a) + f (a).

Exemple :

Reprenons la fonction f précédente : f: x — x* — x + 2. Cherchons une équation de la tangente 7 a sa
courbe représentative au point A d'abscisse 2.

D'apreés la propriété, 7 a pour équation y = /' (2)(x —2) + f(2). f(2) =2* -2+ 2 =4 et f'(2) = 3 d'aprés
I'exemple précédent.

Donc 7 a pour équation y=f'(2)(x —2) + f(2) soity=3(x —2) + 4
y=3x-6+4
y=3x-2.

111, Exemple de non dérivabilite :

1°) Propriétés :
Propriétés :
La fonction x —> +/x , n'est pas dérivable en 0, alors qu'elle est définie sur [0 ; +oo].

La fonction x — |x| n'est pas dérivable en 0, alors qu'elle est définie sur IR.

2°) Démonstration :

Démonstration pour la fonction racine carrée (exemplaire) :

Le taux de variation de la fonction f(x) = vx entre 0 et 0 + / est : 1
/ -0 [h 1 0
T (h) = M — ﬁ = . 0 1 2 3 A 5
h h vh

1
Or, lorsque / se rapproche de 0, 7 (/) = —% prend des valeur de plus en plus grande. On dit que 7 (/)
v

tends vers +oo et n'a donc pas de limite finie. La fonction racine carré n'est donc pas dérivable en 0.

2°) Interprétation graphique :

Graphiquement, on peut dire qu'une fonction n'est pas dérivable en un point
lorsque sa courbe représentative admet une tangente verticale (cas de la fonction

racine carrée en 0) ou un point anguleux (cas de la fonction valeur absolue en 0).



