POLYNOME DU SECOND DEGRE 2

Un peu d'histoire :

On trouve chez Diophante, puis chez Al-Khwarizmi, des méthodes de résolutions d’équations du second degré. Le
travail novateur d’Al-Khwarizmi reste en partie tributaire de la tradition (utilisation de considérations géométriques
équivalentes a la forme canonique) et de 1'état alors embryonnaire de la notation algébrique, ainsi que de I’absence des
nombres négatifs. Les méthodes actuelles sont un aboutissement de ce long cheminement vers un formalisme efficace

et concis.

1. Détermination de la forme canonique du trinéme :

Propriété :

Toute fonction polyndome f'de degré deux, définie sur IR par f(x) = ax* + bx + ¢, avec a # 0, peut s'écrire de
fagon unique sous la forme f(x) = a(x — a)* + 8, ou « et B sont deux réels. Cette forme est appelée la forme canonique

du trindme.

Preuve :

Le principe est de transformer le trindme pour que la variable x n’apparaisse qu’une seule fois.

e transformation de 1’écriture ax® + bx + ¢ :

. . 5 2. b c
On met a en facteur (possible car a # 0) : ax>t+bx+tc= a|x+=x+—
a a
2 2
2 b\ b°
Or X +—x=|x+—| ———
a 2a da”
b\ b b ' b’—4
, . 5 h c h —4ac
D’ou ax+bx+tc=a||x+—| ———+—| = al||x+—| ————5—
2a 4q° a| 2a da

Pour simplifier cette écriture, posons A = b*—4ac. A s’appelle le discriminant du trindme ax*+ bx + c.

Onaainsi:ax*>+bx+c= a x+i ——Av =a|lx+— A
2a da” 2a da
Cette derniére expression, de la forme a(x — «)* + B, ou x= 5—5 et B=f ()= Z—ﬁ est la forme canonique
du trindme.
Exemple :
2 2
"Canonisons" le trindme x> — 7x + 12. Cela donne x—% —i—9+ 12 = x—% —%

|

Remarque :

On peut également procéder par identification pour déterminer une forme canonique

: on développe la forme

canonique f(x) = a(x — a)* + B, puis on identifie les coefficients de la forme obtenue avec ceux de la forme

développée qu'on avait au départ.

I1. Résolution de I’équation du second degré ax’+bx +c=0:

Propriété :

Soit I'équation du second degré ax’+ bx + ¢ = 0, et A = b* — 4ac son discriminant.

Si A <0 :1’équation n’a pas de solution réelle.

. N . —b . .
SiA = 0:1’équation a une seule solution x, = Ta On dit que cette solution est double.
a

Si A >0 :1’équation posséde alors 2 solutions réelles : x; =

—b+ VA

a

X2

_ —b—vA
2a



Démonstration (exemplaire) :
D'apreés la démonstration du L, résoudre ax® + bx + ¢ = 0 revient a résoudre 1'équation :

b\ A R
a x+£ —F = ( qui s’écrit encore :
bV A
— | =2 E
X+ oy (E)

Dans cette derniére égalité, le membre de gauche est positif, 44 aussi.

Si A <0, I'égalité ne peut étre vraie, I’équation n’a donc pas de solution réelle.
Si A =0, le membre de droite est nul, le membre de gauche doit donc aussi étre nul. L’équation a une seule

solution xo= — .
2a

’ b VA b ,vA
Si A >0 :1’équation (E) est factorisable : x+—a = 4%12 x+%—é—a 24 é—a =0.
L’équation posséde bien 2 solutions réelles : x; = %-'ZA etx, = %

Remarque :
e [ es formules obtenues pour A > 0 s’étendent a A = 0.
e Attention ! Le calcul de A est inutile pour des trindmes « incomplets » tels que : x> —2x =0 ;x> — 5 =0 etc

Exemples :
ex’—4x+4= 0;A = 0;l'équation a une seule solution : x, = ;—2 =2.
e5x*+6x+2= 0;A = —4;pas de racine réelle.
-7 1+7 4
—=—let xy=——=-.
I

e 3x’—x—4=0; A=49;1'équation a donc deux solutions : x,=
Exemples avec des trindmes incomplets (pour lesquels on n'utilisera donc pas le discriminant A) :

e Casouc=0:
x* —2x =0 ; le trindme est incomplet (¢ = 0), inutile d'utiliser A : x* -~ 2x=0 = x(x —2) =0
L'équation a donc deux solutions : 0 et 2.
e Casoub=0:
x> —5=0; le trindme est incomplet (b = 0), inutile d'utiliser A : x> —5=0 = x*=5.

L'équation a donc deux solutions : — V5 et V5.



111 Variations et représentation graphique :

On considére le polyndme P (x) = ax* + bx + ¢ avec a # 0 et sa forme canonique :

2

af|x+ _4Aaz =a(x— o)+ B
SiA<0 A=0 SiA>0
> P (x) est toujours du signe de a 2> P (x) = a(x — xo)? 2> P (x)=a(x —x1)(x —x2)
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Propriété :

Le sommet S de la parabole & a pour coordonnées S (« ; B). La droite d'équation x = « est un axe de symétrie

de 2.

Remarque :

Ce qui préceéde nous permet également d'établir les tableaux de variations suivants :

a>0 a<0
X —0 X +00 X —0 X +00
o —00 v +o0 . v B .
N (x) «
B —00 —00
Exemple :

Donner le tableau de variations de f définie par f(x) = —x* + 2x + 4.
Calculons les coordonnées du sommet : a=-1;b=2¢etc=4.

~b_-2 ,
a=S-=— =1 et B=f(1)=-1x1>+2X1+4=5

Donc le sommet est S (1 ; 5). De plus comme a = —1 <0, nous pouvons dresser le tableau de variations suivant :

X —o0 1 400

P@ _OO/S\_OO




1V, Factorisation du trinéme ax’ + bx + c :
Théoréme :

Soit A = b* —4ac le discriminant du trindme ax* + bx + c. Le trindme se factorise ainsi :
®SiA >0:ax’+bx+c= a(x—x)(x—x2) oux; etx;sont les racines du trindme

eSiA = 0:ax* +bhx+c= a(x—x)

Remarque :

Lorsque A < 0, comme le trindme n’a pas de racine réelle, il faut abandonner ’espoir de pouvoir le factoriser
(surR...).

Exemple :
On considere le polyndme P (x) = 2x* — 3x — 9, qu’on souhaite factoriser.
- On résout 1’équation 2x2—3x—-9=0
A=b>—4ac=(-3>—4 X2 X (-9)=9+72=81donc VA =9

donc P (x) = 0 admet deux solutions réelles :

. _—b+VA ot . _—b—VA
' 24a > 2a
X _39 et X _3t9
4 >4

3
X==7 et x,=3

x+% (x—3).

P peut donc s’écrire P (x) = a(x — x1)(x — x,) donc P (x)=2

V. Signe du trinéme :
Théoreme :

On considére le polynéme P (x) = ax? + bx + ¢ et son discriminant A.
e Si A <0, P (x) est toujours du signe de a

dusigne de asix #x,
e Si A =0, alors P (x) est , Ol X est la racine du polyndme.

=0six=x,

e Si A >0, alors le signe de P (x) est défini par le tableau de signes suivant (ou x; et x, sont les racines de P en
choisissant x; < x») :

X —00 X1 X2 +oo
NAEY) Signe de a Signe de —a Signe de a
Autrement dit, un polynoéme est : - du signe de —a entre ses deux racines

- du signe de q ailleurs

Preuve (Pour A > 0) :

X —00 X1 X2 +oo
X — X - + +

X=X - — +
(x—x1)(x —x2) + — +

fx) Signe de a Signe de —a Signe de a




Exemple :

Soit le polyndme P (x) =2x*—3x - 9.

Donc, puisque a > 0: P (x)>0sur |- ; —% [U]3;+oo]
. 3
P(x)=0six= —3 oux=3

P(x)<05ur]—% ;3]
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