POLYNOME DU SECOND DEGRE 1

1. Premiers éléments :

1°) Définition :
Définition :

On appelle fonction polyndome du second degré toute fonction P, définie sur IR, pouvant se ramener a la
forme :

P(x) = ax’+ bx + coua, b et c sont des réels avec a # 0.

L'expression ax? + bx + ¢ est encore appelée trindme du second degré et chacun des termes a.x" est appelé
mondme de degré n.

Exemples : Contre-exemples :
X —Tx+12 (a=1;b=-T;c=12) 2x + 1 est un bindome du premier degré
5x2+1 (@a=5;b=0;c=1) 6x* + 3x* + 4x + 2 est une expression du 3™ degré
4x* (@a=4;b=0;c=0) (x — 1)> — x* est du premier degré (il suffit de
(r + 1)(x + 2) peut s écrire x2 + 3x + 2 développer pour le constater).

Propriété :
Si deux fonctions polyndémes du second degré P et Q sont €gales (sur IR), alors leurs coefficients sont égaux.
Preuve :
Notons P(x) = ax*+ bx + cet O(x) = ax*+b’x +c'.
Dire que les fonctions P et Q sont égales sur R signifie que pour tout réel x, on a :
ax* +bx+c= ax*+bx+c'(S)
En particulier, avec x = 0, on obtient immédiatement ¢ = ¢'.
L'égalité (S) devient alors : ax” + bx = a'x* + b'x
En particulier, avec x = 1 puis avec x =—1, on obtient respectivement :
a+ b=a'+ b'eta— b=a"- Db’
En ajoutant, puis en soustrayant, membre a membre ces deux égalités, on obtient : 2a = 2a’et 2b = 2b".
On a donc finalement :
a=a';b=>b'etc= ¢’

Les coefficients de P et O sont donc bien égaux.

2°) Différentes formes :
Propriété : (admise)

On vient de voir qu'un polyndme du second degré pouvait s'écrire sous la forme f(x) = ax® + bx + c avec a, b et
c trois réels et a # 0. Cette forme s'appelle la forme développée. 11 existe d'autres formes, parmi lesquelles :

Forme canonique : ' (x) = a(x — ®)* + B avec a, « et B trois réels et a # 0.
Forme factorisée : f(x) = a(x — x1)(x — x2) avec a, x; et x, trois réels et a # 0.
Remarque :
La forme factorisée n'existe pas toujours.
Exemple :
La fonction f(x) = 2x* + 4x — 6 (forme développée avec a =2 ; b = 4 et ¢ = —6) peut également s'écrire
f(x)=2(x—1)(x + 3) (forme factorisée avec a =2 ; x; = 1 et x, =—3) ou encore

f(x) =2(x+ 1)’ — 8 (forme canonique avec a =2 ; x =—1 et B = —8)



Remarque :
Quelle que soit la forme, a vaut toujours la méme chose. Dans I'exemple précédent, a = 2.

Pour démontrer que ces trois formes sont égales, il suffit de développer les formes factorisée et canonique pour
constater que l'on retrouve bien la forme développée.

3°) Représentation graphique :
Propriétés :
— Lareprésentation graphique d'une fonction polyndome du second degré est une parabole.

— Elle a son ouverture vers le haut (c'est a dire qu'elle est décroissante puis croissante) si a > 0 et vers le
bas (c'est a dire qu'elle est croissante puis décroissante) si a < 0.

— Le minimum (si ¢ > 0) ou le maximum (si @ < 0) de la fonction est B et est atteint lorsque x = ot. C'est-
a-dire que les coordonnées du sommet S sont S(cx ; B).

— Dans un repére orthogonal cette parabole posséde un axe de symétrie verticale (parall¢le a I'axe des
ordonnées) qui a pour équation x = «.

Conséquence :

On peut établir le tableau de variation d'une fonction polynome de degré deux en fonction du signe de a :

Sia>0: Sia<0:
X —00 X +0o0 X | —o0 X +o0
v PN
/) <, f) “«
On peut également donner 1'allure de la courbe :
Sia>0 Sia<0
vt vt

v
v

Propriété :

Si I'équation f'(x) = k admet deux solutions, 1'abscisse du sommet de la parabole est la moyenne de ces deux
solutions.



Preuve :
Les solutions de I'équation f(x) = k sont les abscisses des points d'intersections entre la parabole et la droite
parallele a I'axe des abscisses (horizontale) d'équation y = k. Ces deux points sont symétriques par rapport a la droite
d'équation x = &, qui est I'axe de symétrie de la parabole.

Exemple :

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = (x —3)*— 1 = x> — 6x + 8 = (x — 2)(x — 4). Le sommet de la parabole S
a pour coordonnées S(3 ; —1). La droite d'équation x = 3 est I'axe de symétrie de la parabole.

7'y

: 0+6
Les solutions de f'(x) = 8 sont 0 et 6. 5 = 3. y y =28
_ +4
Les solutions de f'(x) = 0 sont 2 et 4. > = 3.
: . 1+5
Les solutions de f'(x) = 3 sont 1 et 5. La encore - - 3.
=3
On retrouve bien dans chacun des cas l'abscisse de S. >
Remarque : q ;c

Si I'on veut calculer 1'ordonnée de S, il suffit de calculer I'image
de son abscisse.

Exemple :

Dans notre exemple précédent, f(3) =—1.

4°) Racine :
Définition :

On appelle racine du trindme toute valeur de la variable x solution de 1'équation du second degré :
ax® + bx + ¢ = 0. Ce sont les valeurs qui annulent le trindme, autrement dit, si f(x) = ax’ + bx + c, une racine de f est

une solution de f(x) = 0.

Exemple :
3 est une racine du trindme f (x) = 2x’—4x — 6. Eneffet, f/(3) =2 X 3* -4 X3-6=18-12-6=0.

II. Factorisation d'un trinome du second degré :

1°) Avec une racine connue :

Propriété :
Soit f'définie sur IR par £ (x) = ax’* + bx + ¢, avec a # 0.

Si x; est une racine de f, alors f'peut se factoriser par x — x;, ¢'est-a-dire que fpeut s'écrire sous la forme
f(x)=(x—x1)(ax — d), ou d est un réel (a est le méme que dans la forme développée).

Exemple : (voir aussi vidéo capacité 2 p 13). ou ici.

Nous avons vu dans I'exemple précédent que 3 est une racine de f(x) = 2x* — 4x — 6, nous pouvons donc
factoriser f sous la forme f(x) = (x — 3)(2x + d). Pour déterminer d, il suffit de développer cette expression et de

l'identifier a la forme développée que nous connaissons :
f(x)=(x—3)2x +d)=2x* + dx — 6x — 3d = 2x* + (d — 6)x — 3d.

Mais on a aussi f(x) = 2x*— 4x — 6, ce qui nous permet, par identification des coefficients des deux écritures, de
dire que d — 6 =—4, ou que —3d = —6. Dans les deux cas, on obtient d = 2, ce qui nous permet de dire que

J(x)=x-3)(2x+2).



2°) Avec les deux racines connues :

Propriété :
Soit f'définie sur IR par f(x) = ax* + bx + ¢, avec a # 0.

Six; et x, sont des racines de f, alors f'une forme factorisée de f'est : f(x) = a(x —x1)(x — x2) (a est le méme que
dans la forme développée).

Exemple :

D'apres la forme factorisée trouvée a I'exercice précédent, on en déduit facilement que 3 et —1 sont les racines
de f(x) = 2x*— 4x — 6, et donc qu'une forme factorisée de fest f(x) = 2(x — 3)(x + 1).

Conséquence :

Les fonctions polyndmes de degré 2 s'annulant en deux réels x; et x; sont donc les fonctions qui peuvent s'écrire
de la forme f'(x) = a(x — x1)(x — x2). Si I'on veut déterminer a, il suffit de connaitre I'image d'un autre nombre par f.

Exemple : (voir aussi la vidéo capacité 1 p 11)
Question :
Quelle est la fonction polynome de degré 2 s'annulant en —1 et 5 et pour laquelle I'image de 2 est 3 ?
Réponse :

—1 et 5 sont donc les racines de f, qui peut donc s'écrire, sous la forme factorisée, f(x) = a(x + 1)(x — 5).

Nous savons de plus que f(2) =3, soita(2+ 1)(2—-5)=3 ©-9a=3,donc a = f% .

La fonction f'cherchée est donc f(x) =— % (x+ D(x=95).

1II. Somme et produit des racines d'un trinéme du second degreé :
Propriété :

Soit f'définie sur IR par f(x) = ax* + bx + ¢, avec a # 0.

Si fposséde deux racines réelles x; et x», alors :

[

Le produit des deux racines est p =x; x; = — ;

N

) b
Et la somme des deux racines est s =x; +x, = —— .
a

Preuve :
Si fadmet x; et x, pour racines, elle peut donc s'écrire f'(x) = a(x — x1)(x — x2).
En développant cette expression, on obtient :
f(x) = a(x* — xix — x2x + x1x2) = a(x* — (x1 + x2)x + x1x%2) = ax’ — a(x; + x2)x + axixa.

Et comme f(x) = ax® + bx + ¢, en identifiant les coefficients des deux écritures, on obtient :
o b . c
a(x; +x)=b,soitx; +x= — etaxxx=c,soitx;x,= — .
a a

Remarque :
Cette propriété permet, par exemple, de trouver la deuxieme racine quand on en connait une.
Exemple :
Soit /' définie sur R par f(x) = x* — x — 2. Nous constatons que 2 est une racine « évidente ». Si on appelle xo la

seconde racine, on a alors :

- b s
p=2x= € = 2ets=2+x = —= = 1. Chacune de ces deux ¢galités nous permet de trouver x, =—1.
a a



Remarque :
Il est inutile d'utiliser s et p pour déterminer l'autre racine, I'un des deux suffit.
Remarque :

Le produit et la somme des racines nous donne également des informations sur le signe des racines.

Exemple :
Sif(x)=x"-10x+3,p= £ =3. Les deux racines ont un produit positif, elles sont donc toutes les deux du
a
méme signe. De plus, s = b 10. Leur somme étant positive, les deux racines sont également positives.
a

IV, Etude du signe d'une trinome du second degré a partir de sa forme factorisée :

1°) Méthode 1 :

Propriété :
Soit f'définie sur R par f(x) = a(x — x1)(x — x2), avec a # 0.

On peut déterminer le signe de f'en étudiant le signe de chacun de ses facteurs puis en utilisant la regle des
signes. Pour cela, on dresse un tableau dans lequel le signe de chacun des facteurs apparait sur une ligne. Le signe du
produit s'obtient sur la dernicre ligne en appliquant la régle des signes.

Exemple 1 : Exemple 2 :
Etudions le signe de f'(x) =3(x + 1)(x + 6). Etudions le signe de f (x) =—2(x — 1)(x + 5).
x+ 1s'annuleen—1letx+6en—6 x—1s'annule en 1 et x + 5 en 5.
(onrésout «x +1=0»et«x+6=0») x _ o -5 1 40
X —00 -6 -1 +00 -2 - - -
3 + + + x—1 - - 0 +
x+1 - - 0 + x+5 - +
x+6 - 0 + + fx) - 0 0 -
f(x) + 0 - 0 +

2°) Méthode 2 :

Propriété :

Pour déterminer le signe d'une fonction polynéme de degré 2, sous forme factorisée, on peut se servir de 'allure
de sa courbe. Comme on a la forme factorisée, on trouve sans probléme les racines du polyndme, c'est-a-dire les
abscisses auxquelles la courbe coupe l'axe des abscisses. 11 suffit ensuite de regarder le signe de a pour savoir si sa
parabole représentative est tournée « vers le haut » ou « vers le bas », ce qui nous indiquera si la courbe est au-dessus
de I'axe des abscisses entre les racines ou non, et donc si la fonction est positive entre les racines ou non.

Exemple :

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 2(x + 2)(x — 5). Ses racines sont -2 et 5 et ¢ = 2. La parabole
représentant f'est donc orientée vers le haut (U, voir I, 3°) ), fest donc négative sur [-2 ; 5] et positive ailleurs, c'est-a-
dire sur J-oo ; 2] U [5 ; +oo].
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